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Definicja 0.1 Pigtke W = (A, 6, R, {7}, ), gdzie

o A jest algebrq von Neumanna,
o 0:A— A® A jest injektywnym, normalnym x-homomorfizmem algebr z jedynkaq,

o R: A — A jest antyautomorfizmem,

{7 }tem jest mocno ciqgly grupg automorfizmow A,

o h jest wierng, normalng, potskonczonq, T-niezmienniczq wagq na A,

nazywamy algebrq Woronowicza, jesli

1. id®@é)od=(6®id) 0,
R*=id, (R®@R)od=0c0b0R,
507—25:(7—25@7—25)057 ROTt:TtOR7 VtEIR,

> W

a) dla kazdego ¢ € (Ai), mamy réwnosc wag (por. [MN])
(¢ @ h)od=g(I)h,

b) dla dowolnych a,b € ny, (calkowalnych z kwadratem) i dla dowolnego ¢ € A.

takiego, ze ¢ o1_i € A, mamy

L
2

(0@ h)(I@0%)6(a)) = (¢o7_1 0 RO A7) @ a)),

L
2

¢) grupy ol i o"°F komutujq.

Kwantowe grupy SU(N) Niech 0 < ¢ < 1 i N > 2. Kwantowa grupa SU(N) jest to
zwarta macierzowa grupa kwantowa (A, u), gdzie

A:C*<uk12k,l:1,...,N>,

u = (ug) € Mn(A) ma by¢ unitarna, tzn.

N

Z u};[ukm — 5lm]7

= Wime{l,.... N},
kz umku;ﬂk — 5ml]7

=1



i (kwantowy) wyznacznik v musi by¢ réwny 1, tzn. dla dowolnych wskaznikow Iy, ..., Iy €

{1,..., N} mamy

> Uk Uiyt Uik Bk = Eltin
k1,ka,. kN

gdzie

 N(igizein) (1 2. N
E21222N - ( q) v " (21 iz ZN) € SN7
0 W p. p.
natomiast 1(i175...2x) jest liczba inwersji w ciagu (é172...0n).

Uwaga: aby (A, u) byla zwarta macierzowy grupg kwantowa wystarczy, ze E jest prawo
i lewo niezdegenerowana.

Dla N = 2 mamy

Ur Uiz a —qy”
U1 U2 i o

afa+yy=1, ao*+¢yy=1
VY=, oy = gqra, oyt =g

i relacje przyjmuja postac

Mamy 6: A — A® A
ola) = a@a—qy 07,
o(y) = 7@ata @7y,

kA — A (gdzie A jest algebra generowang przez o i )

K(Oé) = a, 5(7) = —497,
Klo®) = a,  K(Y) = —q'y,
eeA— C
o) =1, c(7)=0.
Definiujemy wierng reprezentacje 7: A — B(H), H = [*(Z, x Z) z baza ortonormalng,

{¢n,k}n€%+,kem:
W(a)¢n,k =V 1 — q2n¢n—1,k7
T(V)nk = " Vnptr

mozna udowodni¢, ze miara Haara dana jest przez

h( 1—61 Zq ¢n0|7‘— )¢n,0)-

7 definicji L=*(SU,(2)) = (x(A))". Indukcyjnie mozna skonstruowaé¢ wierne reprezentacje
dla SU,(N) i w ten sposéb otrzymamy algebry von Neumanna L>®(SU,(N)) = (x(A))".
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Na L*°(SU,(N)) = (7(A))” mamy strukture algebry Woronowicza

W = (L=(SUL(N)), 6, R, {7}, h).

lk

Przykladowo (oznaczajac przez u'” macierz u bez wiersza [ i kolumny k) mamy

Ti(un) = Mg, R(uw) = (=1 dety (u™),

gdzie dla macierzy B = (b;;) mamy det,(B) = > (—q)I(U)blg(l)bgg(g) o bg ().
CTESN

Do dalszych rozwazan bedzie potrzebna grupa modularna stanu h:

k+l-N-1)t

Uf(ukl) = q%( Uk-

Mamy algebre Woronowicza W = (A, 6, R, {r}, h). Zalézmy, ze W jest zwarta (tj. h jest
stanem). Robimy konstrukcje GNS i dostajemy przestrzen Hilberta L*(A, L) = L*(A) z
wektorem cyklicznym i1 separujacym £2y.

Definiujemy operator Kaca-Takesakiego W: L*(A) @ L*(A) — L*(A) @ L*(A)

W:(a®b)Q @ Qp — 6(b)(a®@ 1), @ Q.
Operator W spelnia rownanie pentagonalne
WiaWis = WaysWisWis
i implementuje komnozenie: 6(a) = W (I @ a)W*.

Mozna pokazac, ze W € A® ;1, gdzie A jest algebra dualng do A.

Majac dang algebre Woronowicza W = (A, 6, R, {7}, h), konstruujemy operator Kaca-
Takesakiego i mozemy skonstruowaé dualng algebre Woronowicza W = (A, 6, R, {7}, h):

~

A:={(o@id)W*: ¢ € A.},
§(a) :=W(I @a)W=, gdzie W = o(W*),

R((¢ @id)W™) := (po R@I)W™, ¢ € A,

(g @1d)W*) :=(gpor_ @id)W*, ¢ € A,

+ troche wysitku, aby skonstruowac h.



Twierdzenie 0.2 W jest kanonicznie izomorficzna z W.

Kodzialaniem algebry Woronowicza W = (A, ¢, R, {7}, h) na algebrze von Neumanna M
nazywamy injektywny morfizm a: M — M ® A taki, ze

M S MoA
al Lid@é
MoA 99 MoAoA

czyli (a®@id)oa=(1d® d)oa

Do definicji kodzialania potrzebna jest tylko algebra Hopfa—von Neumanna (A, 6).

Neich a bedzie kodzialaniem algebry Woronowicza W = (A, 6, R, {7}, h) na algebrze von
Neumanna M. Przedstawimy teraz konstrukcje iloczynu krzyzowego algebry M przez

algebre W.

M 3, W = {a(M)u €l o A} ={a(M)u €l o JAT}.

W M mamy podalgebre punktow stalych:
M ={zeM:alz)=axI}.

Kodzialanie a: M — M ® A jest minimalne jesli
L (M*YnM = ClI,
2. M x,W jest faktorem.

Niech a: M — M @ A bedzie kodzialaniem W na M. Na algebrze M @ B(L*(A)) definiu-

jemy kodziatanie a algebry Woronowicza W:

a = Ad1®ﬁ, o(id® o) o (a®id).

M@BL2

M @ B(L*(A
C Ad[@ﬁ/ ) (IoW)eM@ARACM®B(L?(A)0A
M@ B(L*(A) @ A
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Czescig tezy twierdzenia Takesakiego-Nakagamiego jest nastepujacy fakt: jeshh W =
SU,(N), to

M 3, W ~ (M @ B(L*(A)))".

Niech (N1,¢1), (N, 2) 1 (M,¢) beda parami skladajacymi sie z o-skoriczonej alge-
bry von Naumanna i wiernego stanu normalnego na niej. Moéwimy, ze (M, ) jest
produkem wolnym (Nq, 1) i (Na, q) iff

1. dlaz = 1,2 istniejg morfizmy An,: N; — M takie, ze
{Am (V1) U An, (V) } = M,

2. mamy p o AN, = i, ¢ =1,2,

3. podalgebry Ay, (N1) i An,(N2) sa wolne w M wzgledem ¢, tzn. dla dowolnych
indekséw i1 # 19 # - -+ # ip, 1; € {1,2} i dla dowolnych z;; € N;, mamy

( fn(xh) = @i (i) = ) — (99 (A, (i) A, (i) - A, (22,)) = 0)‘

== ) =0

W takim wypadku piszemy (M, @) = (N1, @1) * (Vg, p2).

Twierdzenie 0.3 (L. Barnett) Niech (M,p) = (N1,p1) * (Na,2). Zaloimy, Ze dla
1 = 1,2 podalgebra (Ni)% zawiera dyskretng podgrupe G; @;-ortogonalnych operatorow
unitarnych oraz |Gi| > 2, |G2| > 3. Wowczas ustalajge a € Gy \ {I}, b,c € Gy \ {1} mamy

le = @(@) |, < M4 max {|[[z, a]ll¢, [[[2, 0]l¢ [z, ][0}

dla wszystkich x € M. Stqd M jest petnym faktorem oraz

{a,b,c} "M = CI.

Dygresja: algebra von Neumanna R jest pelna, jesli Int R jest domknieta (w topologii
punktowej zbieznosci w mocnej topologii) podgrupa w Aut R.




Ciag (n)new C R jest mocno centralny, jesli

lim [Jz,w —wa,]| =0 Vw € R..
(2n)nen jest trywialny, jesli istnieje (a,,) € [*°(IN, Z(R)) taki, ze

lim ||z, — anl|l, =0

n—oo

(p — stan wierny na R).

Twierdzenie 0.4 (A. Connes) R jest pelna iff kaidy ciqg mocno centralny jest try-
wialny.

Hiperskonczony faktor typu II; R nie jest pelny (okazuje sie, ze Int R jest gesta w Aut R,
ale Out R zawiera dowolng grupe lokalnie zwartg). Faktor typu Iy L(F,) jest pelny
(Pukanszky).

Ingredienty dalszej zabawy: (A, d) — algebra Hopfa-von Neumanna oraz (N;, ¢;, «;), i =
1.2

o N, — o-skonczona algebra von Neuamnna,
e ©; — stan wierny na NV,

o a;: N; — N; ® A — kodzialanie

takie, ze

(p; @id)ag(x) = pi(x)] Ye e N;, i=1,2.

Niech (M, ) = (N1, 1) * (N2, ¢2).

Lemat 0.5 Ay, (N1)®@ A i Ay, (N2)@ A sq wolne w M @ A z amalgamacjg nad CI@ A~ A
wzgledem warunkowej wartosci oczekiwanej (p @id): M @ A — CI @ A.

Powyzszy lemat potrzebny jest do udowodnienia nastepujacego stwierdzenia:

Stwierdzenie 0.6 Istnieje dokladnie jeden x-izomorfizm
[:M — {(Ay, @id)ay(Ny), (Ay, @id)ay(N)}' € M @ A

taki, ze

FO)\Ni = ()\Nz ®id)00zi, i:1,2.



Stwierdzenie 0.7 I M — M @ A jest kodzialaniem (A,6) na M, tzn.

M L MeaA

] lid®s
MoA “ ModeA

Dowéd: Wystarczy to sprawdzi¢ na generatorach algebry M (czyli na obrazach Ay, i
)\N2). Niech = € NZ

—_
-
~—

(I @ id)T (A, (2))

(I'®id)(An, @id)a;(x)

(A, @1d @ id) (e @ id)au(x)
(A, @id @ 1d)(id @ 8)a(x)
(
(

—
)
—

—_
w
f

—_
'S
~

id @ 6)( Ay, @id)ay(x)
id @ 8)I'(Ani ().

—_
5
N2

W réwnosciach (1),(2) i (5) skorzystalismy z réwnosci z definicji I', mianowicie
I'oAn, = Ay, @1d) 0 a,
w réwnosci (3) skorzystalismy z faktu, ze a; jest kodziataniem czyli
(o @id) ooy = (id ® 6) 0 @,

a w réwnosci (4) wykorzystalismy réwnosé

N, N,
o; /Kozi
N, @ A N, @ A
/id N - ‘)\Nl id
N, AR A M® A
‘)\Ni id |id /id kS

M@A®A MoARA

Definicja 0.8 Kodziatanie I' nazywamy produktem wolnym kodziatan oy @ ay. Piszemy

I''= a1 x as.




Precyzujemy sytuacje: Niech R bedzie hiperskonczonym faktorem typu II; z unor-
mowanym sladem 7. Niech A = L>(SU,(N)).

(N1,01):=(R@ A, 7@ h),
(N2, 02) = (R, 7),

ar = (id © ),
ax(x):=ax@ I, »€R.

Sprawdzamy czy (p; @ id)a;(x) = p(x)] dla @ € N;, 0 =1,2: Niech t @ a € R® A.

(o1 @id)ay(z @ a) = (1@ h@id)(id @ 8)(z @ a)
= 71(z)(h®id)é(a) = 7(x)h(a)l
= (T@h)(z@a)l =p1(x@a)l.

Niech z € R.
(p2 @id)az(z) = (T @id)(x @ ) = 7(x)] = wa(x)1.

Niech ' = ay *ay: M — M @ A.

Twierdzenie 0.9 (M"Y N M = CI

Dowéd: Wiemy, ze M' zawiera R @ CI oraz R (obie siedza w M = (R @ A) * R, bo
na obrazach R @ A1 R I' dziala tak samo jak oy i ay). Zaréwno R @ CI jak i R maja

wystarczajaco duze grupy ortogonalnych operatoréw unitarnych

Przedstawiamy R jako L(S.). Definiujemy v, € U(R)

Om M F# e,m#n,
VO 1= o, m = e,
O, m = n.

Wtedy (7n|7k)r = (75 7%) = (Ve |76e) = 6np. Wezmy Gy = (1, @ [ : n € IN),
Gz = (7, : n € IN).

Poza tym R @ CI 1 R sa oczywiscie zawarte w centralizatorach stanéw 7@ h i 7. Wybie-
ramy [ # a € Gy, b,c € G2\ {I}. 7Z twierdzenia Barnetta mamy

(MY N McCc(ReoCH*R)NM C {a,b,c) "M =CI.



Whniosek 0.10 MU jest faktorem.

Dowéd: Z(MY) = (MY n MY c (M"Y nM = CI.

Twierdzenie 0.11 M xpSU,(N) jest faktorem.

Dowéd: Zdefiniujmy kodziatanie ' algebry Woronowicza W = SU,(N) na M @ B(L*(A)):
T .= (id®@ o) o (I'®id).

Na rysunku wyglada to tak:

M @ B(L*(A

A \d
M ®A® B(L*(A
\/

M@BL2

Mamy tez kodzialanie Takesakiego-Nakagamiego I' = AdIM@)W oI, ktére wyglada tak:

M @ B(L*(A
N \d
M@ A® B(L*(A
\/
M @ B(L*(A
C Ad[@ﬁ/ ) (IoW)eM@ARACM®B(L?(A)0A
M@ B(L*(A) @ A

Mamy nastepujacy ciag izomorfizmow
M oapSU(N) 2 (M @ BILXA) 2 (M @ BIL(A)" 2 M" @ BLA(A)),

gdzie izomorfizm (1) jest czescig tezy twierdzenia Takesakiego-Nakagamiego, a réwnos¢
(3) jest oczywista. Postaramy sie uzasadni¢ izomorfizm (2). Zauwazmy, ze poniewaz
algebra MY @ B(L*(A)) jest faktorem, to uzasadnienie (2) zakonczy dowéd.



Niech u=Ir @ W* € (R® A)@ A C M @ B(L*(A)).

I(u) = (id@o)(I'®@id)(u)

= (doo)(I'®id)(Ir @ W)
(id®o)(id ® 6 @id)(Ir @ W)
Ir @ (d® o)(6 @ id)W*
Ir @ (id @ o) (Wi W5 W)

Ir @ (id @ o) (W5 W3)
Ir @ (id @ o)W}5(1d @ o)W

o~

Ir @ (W= @ 14)( Iy @ W)

e~

= (u@la)(In @ W),

—_
*
~—

gdzie w réwnosci oznaczonej (k) skorzystaliSmy z réwnania pentagonalnego:

WiaWas = WysWisWis,
Wz* 3 W1*2 = W1*2 W1*3 Wz* 39
Wiz Wz* 3 W1*2 = W1*3 Wz* 3

Tym samym wykazalismy, ze
(Iny @ W) = (u* @ L4)T(u).

Teraz

(M@ B(LYA) =  (Iy @ W)I(M @ B(L*(A)))(Iy @ W)*
(v @ LT (u)T(M @ B(L*(A)))T(w)(u @ Ly)
(v @ L)L (u(M @ li(LZ(AD)u*)(u @ 1)
(v @ LO)T(M @ B(L*(A)))(u © L),

a to zalatwia izomorfizm podalgebr punktow stalych.

Rozpoznanie typu M: Pamietamy, ze (M,p) = (R @ A,7 ® h) * (R,7). W dowodzie
Twierdzenia 0.9 wspomnielismy, ze podalgebry (R @ CI) i R sa w centralizatorze ¢:

(R@ CI),R C M,.
Stad M jest pelnym faktorem oraz (tak jak w Twierdzeniu 0.9)
(My)' N M, C (My))nM=CI

czyli M, jest faktorem. W takim wypadku M nie morze by¢ typu Illy
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Jesli M, jest faktorem, to S(M) = Sp A, ale dla typu Il mamy S(M) =
{0,1}, a to oznaczaloby, ze A, jest ograniczony, ale tak nie jest, bo M
jest typu III. Jesli M bylby faktorem pélskonczonym, to grupa modularna
@ bylaby zlozona z automorfizméw wewnetrznych, ale operatory unitarne
implementujace of zawsze sa w Z(M,) stad ¢ bylby sladem, a nie jest.

Poszukamy zbioru

T(M)={teR:of =id}

(mozna bra¢ o/ = id zamiast o € Int M, bo M,, jest faktorem). Poniewaz ¢ = (1@ h)*7
mamy
of = (o] @ o) xof = (id® o) *id.

Pamietamy, ze dla SU,(N) mamy

k+l-N-1)t

Uf(ukl) = q%( Uk,

gdzie u = (ug) jest reprezentacjy podstawowa SU,(N) Zbiér {uy : kI = 1,...,N}
generuje L=(SU,(N)) wiec

(af = id) = (af = id) = (qm = 1)

czyli

i M jest faktorem typu III.

Podsumowanie: Istnieje minimalne kodzialanie grupy SU,(N) na pelnym faktorze typu

11,
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