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De�nicja 0.1 Pia

�

tke

�

VV = (A; �;R; f�

t

g; h), gdzie

� A jest algebra

�

von Neumanna,

� �:A! A
A jest injektywnym, normalnym �-homomor�zmem algebr z jedynka

�

,

� R:A! A jest antyautomor�zmem,

� f�

t

g

t2IR

jest mocno cia

�

g la

�

grupa

�

automor�zm�ow A,

� h jest wierna

�

, normalna

�

, p�o lsko�nczona

�

, � -niezmiennicza

�

waga

�

na A,

nazywamy algebra

�

Woronowicza, je�sli

1. (id
 �) � � = (� 
 id) � �,

2. R

2

= id; (R 
R) � � = � � � �R,

3. � � �

t

= (�

t


 �

t

) � �; R � �

t

= �

t

�R; 8t 2 IR,

4. a) dla ka_zdego � 2 (A

�

)

+

mamy r�owno�s�c wag (por. [MN])

(�
 h) � � = �(I)h;

b) dla dowolnych a; b 2 n

h

(ca lkowalnych z kwadratem) i dla dowolnego � 2 A

�

takiego, _ze � � �

�

i

2

2 A

�

mamy

(�
 h)((I 
 b

�

)�(a)) = (� � �

�

i

2

�R 
 h)(�(b

�

)(I 
 a));

c) grupy �

h

i �

h�R

komutuja

�

.

Kwantowe grupy SU(N) Niech 0 < q < 1 i N � 2. Kwantowa grupa SU(N) jest to

zwarta macierzowa grupa kwantowa (A;u), gdzie

A = C

�

hu

kl

: k; l = 1; : : : ; Ni;

u = (u

kl

) 2M

N

(A) ma by�c unitarna, tzn.

N

P

k=1

u

�

kl

u

km

= �

lm

I;

N

P

k=1

u

mk

u

�

lk

= �

ml

I;

9

>

>

>

=

>

>

>

;

8l;m 2 f1; : : : ; Ng;
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i (kwantowy) wyznacznik umusi by�c r�owny 1, tzn. dla dowolnych wska�znik�ow l

1

; : : : ; l

N

2

f1; : : : ; Ng mamy

X

k

1

;k

2

;:::;k

N

u

l

1

k

1

u

l

2

k

2

� � � u

l

N

k

N

E

k

1

k

2

:::k

N

= E

l

1

l

2

:::l

N

I;

gdzie

E

i

1

i

2

:::i

N

=

(

(�q)

I(i

1

i

2

:::i

N

)

�

1

i

1

2

i

2

:::

:::

N

i

N

�

2 S

N

;

0 w p. p.

natomiast I(i

1

i

2

: : : i

N

) jest liczba

�

inwersji w cia

�

gu (i

1

i

2

: : : i

N

).

Uwaga: aby (A;u) by la zwarta

�

macierzowa

�

grupa

�

kwantowa

�

wystarczy, _ze E jest prawo

i lewo niezdegenerowana.

Dla N = 2 mamy

 

u

11

u

12

u

21

u

22

!

=

 

� �q

�

 �

�

!

i relacje przyjmuja

�

posta�c

�

�

�+ 

�

 = I; ��

�

+ q

2



�

= I



�

 = 

�

; � = q�; �

�

= q

�

�:

Mamy �:A! A
A

�(�) = �
 �� q

�


 ;

�() =  
 �+ �

�


 ;

�:A ! A (gdzie A jest algebra

�

generowana

�

przez � i )

�(�) = �

�

; �() = �q;

�(�

�

) = �; �(

�

) = �q

�1

;

e:A! C

e(�) = 1; e() = 0:

De�niujemy wierna

�

reprezentacje

�

�:A ! B(H), H = l

2

(ZZ

+

� ZZ) z baza

�

ortonormalna

�

f 

n;k

g

n2ZZ

+

;k2ZZ

:

�(�) 

n;k

:=

p

1 � q

2n

 

n�1;k

;

�() 

n;k

:= q

n

 

n;k+1

:

mo_zna udowodni�c, _ze miara Haara dana jest przez

h(a) = (1 � q

2

)

1

X

n=0

q

2n

( 

n;0

j�(a) 

n;0

) :

Z de�nicji L

1

(SU

q

(2)) = (�(A))

00

. Indukcyjnie mo_zna skonstruowa�c wierne reprezentacje

dla SU

q

(N) i w ten spos�ob otrzymamy algebry von Neumanna L

1

(SU

q

(N)) = (�(A))

00

.

2



Na L

1

(SU

q

(N)) = (�(A))

00

mamy strukture

�

algebry Woronowicza

VV = (L

1

(SU

q

(N)); �; R; f�

t

g; h):

Przyk ladowo (oznaczaja

�

c przez u

lk

macierz u bez wiersza l i kolumny k) mamy

�

t

(u

kl

) = q

2i(k�l)t

u

kl

; R(u

kl

) = (�1)

k�l

det

q

(u

lk

);

gdzie dla macierzy B = (b

ij

) mamy det

q

(B) =

P

�2S

N

(�q)

I(�)

b

1�(1)

b

2�(2)

� � � b

N�(N)

.

Do dalszych rozwa_za�n be

�

dzie potrzebna grupa modularna stanu h:

�

h

t

(u

kl

) = q

2i(k+l�N�1)t

u

kl

:

Mamy algebre

�

Woronowicza VV = (A; �;R; f�

t

g; h). Za l�o_zmy, _ze VV jest zwarta (tj. h jest

stanem). Robimy konstrukcje

�

GNS i dostajemy przestrze�n Hilberta L

2

(A;h) = L

2

(A) z

wektorem cyklicznym i separuja

�

cym 


h

.

De�niujemy operator Kaca-Takesakiego W :L

2

(A)
 L

2

(A) ! L

2

(A)
 L

2

(A)

W : (a
 b)


h


 


h

7�! �(b)(a
 I)


h


 


h

:

Operator W spe lnia r�ownanie pentagonalne

W

12

W

13

= W

23

W

13

W

12

i implementuje komno_zenie: �(a) = W (I 
 a)W

�

.

Mo_zna pokaza�c, _ze W 2 A


b

A, gdzie

b

A jest algebra

�

dualna

�

do A.

Maja

�

c dana

�

algebre

�

Woronowicza VV = (A; �;R; f�

t

g; h), konstruujemy operator Kaca-

Takesakiego i mo_zemy skonstruowa�c dualna

�

algebre

�

Woronowicza

c

VV = (

b

A;

b

�;

b

R; f

b

�

t

g;

b

h):

b

A := f(�
 id)W

�

: � 2 A

�

g,

b

�(

b

a) :=

c

W (I 


b

a)

c

W

�

, gdzie

c

W = �(W

�

),

b

R((�
 id)W

�

) := (� �R 
 id)W

�

; � 2 A

�

,

b

�

t

((�
 id)W

�

) := (� � �

�t


 id)W

�

; � 2 A

�

+ troche

�

wysi lku, aby skonstruowa�c

b

h.
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Twierdzenie 0.2

c

c

VV jest kanonicznie izomor�czna z VV.

Kodzia laniem algebry Woronowicza VV = (A; �;R; f�

t

g; h) na algebrze von Neumanna M

nazywamy injektywny mor�zm �:M !M 
A taki, _ze

M

�

�! M 
A

� # # id
 �

M 
A

�
id

�! M 
A
A

czyli (�
 id) � � = (id
 �) � �.

Do de�nicji kodzia lania potrzebna jest tylko algebra Hopfa{von Neumanna (A; �).

Neich � be

�

dzie kodzia laniem algebry Woronowicza VV = (A; �;R; f�

t

g; h) na algebrze von

Neumanna M . Przedstawimy teraz konstrukcje

�

iloczynu krzy_zowego algebry M przez

algebre

�

VV.

M �

�

VV :=

n

�(M) [ CI 


b

A

0

o

00

=

n

�(M) [ CI 


b

J

b

A

b

J

o

00

:

W M mamy podalgebre

�

punkt�ow sta lych:

M

�

= fx 2M : �(x) = x
 Ig:

Kodzia lanie �:M !M 
A jest minimalne je�sli

1. (M

�

)

0

\M = CI,

2. M �

�

VV jest faktorem.

Niech �:M !M 
A be

�

dzie kodzia laniem VV na M . Na algebrze M 
B(L

2

(A)) de�niu-

jemy kodzia lanie

e

� algebry Woronowicza VV:

e

� = Ad

I


b

W

� (id
 �) � (� 
 id):

M 
B(L

2

(A))
A

M 
A
B(L

2

(A))

M 
B(L

2

(A))

�

�

A

A

A

A

A

�

�

�

P

P

P

Q

Q

Q

�

id

id

�

M 
B(L

2

(A))
A

�

�

�

�

Ad

I


b

W

(I


b

W )2M


b

A
A�M
B(L

2

(A))
A

4



Cze

�

�scia

�

tezy twierdzenia Takesakiego-Nakagamiego jest naste

�

puja

�

cy fakt: je�sli VV =

SU

q

(N), to

M �

�

VV ' (M 
B(L

2

(A)))

e�

:

Niech (N

1

; '

1

), (N

2

; '

2

) i (M;') be

�

da

�

parami sk ladaja

�

cymi sie

�

z �-sko�nczonej alge-

bry von Naumanna i wiernego stanu normalnego na niej. M�owimy, _ze (M;') jest

produkem wolnym (N

1

; '

1

) i (N

2

; '

2

) i�

1. dla i = 1; 2 istnieja

�

mor�zmy �

N

i

:N

i

,!M takie, _ze

f�

N

1

(N

1

) [ �

N

2

(N

2

)g

00

= M;

2. mamy ' � �

N

i

= '

i

; i = 1; 2,

3. podalgebry �

N

1

(N

1

) i �

N

2

(N

2

) sa

�

wolne w M wzgle

�

dem ', tzn. dla dowolnych

indeks�ow i

1

6= i

2

6= � � � 6= i

n

, i

j

2 f1; 2g i dla dowolnych x

i

j

2 N

i

j

mamy

 

'

i

1

(x

i

1

) = '

i

2

(x

i

2

) =

= � � � = '

i

n

(x

i

n

) = 0

!

=)

 

'

�

�

N

i

1

(x

i

1

)�

N

i

2

(x

i

2

) � � � �

N

i

n

(x

i

n

)

�

= 0

!

:

W takim wypadku piszemy (M;') = (N

1

; '

1

) � (N

2

; '

2

).

Twierdzenie 0.3 (L. Barnett) Niech (M;') = (N

1

; '

1

) � (N

2

; '

2

). Za l�o_zmy, _ze dla

i = 1; 2 podalgebra (N

i

)

'

i

zawiera dyskretna

�

podgrupe

�

G

i

'

i

-ortogonalnych operator�ow

unitarnych oraz jG

1

j � 2, jG

2

j � 3. W�owczas ustalaja

�

c a 2 G

1

n fIg, b; c 2 G

2

n fIg mamy

kx� '(x)Ik

'

� 14 max fk[x; a]k

'

; k[x; b]k

'

; k[x; c]k

'

g

dla wszystkich x 2M . Sta

�

d M jest pe lnym faktorem oraz

fa; b; cg

0

\M = CI:

Dygresja: algebra von Neumanna R jest pe lna, je�sli IntR jest domknie

�

ta

�

(w topologii

punktowej zbie_zno�sci w mocnej topologii) podgrupa

�

w AutR.
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Cia

�

g (x

n

)

n2IN

� R jest mocno centralny, je�sli

lim

n!1

kx

n

! � !x

n

k = 0 8! 2 R

�

:

(x

n

)

n2IN

jest trywialny, je�sli istnieje (a

n

) 2 l

1

(IN;Z(R)) taki, _ze

lim

n!1

kx

n

� a

n

k

'

= 0

(' { stan wierny na R).

Twierdzenie 0.4 (A. Connes) R jest pe lna i� ka_zdy cia

�

g mocno centralny jest try-

wialny.

Hipersko�nczony faktor typu II

1

R nie jest pe lny (okazuje sie

�

, _ze IntR jest ge

�

sta w AutR,

ale OutR zawiera dowolna

�

grupe

�

lokalnie zwarta

�

). Faktor typu II

1

L(F

2

) jest pe lny

(Pukanszky).

Ingredienty dalszej zabawy: (A; �) { algebra Hopfa-von Neumanna oraz (N

i

; '

i

; �

i

), i =

1; 2

� N

i

{ �-sko�nczona algebra von Neuamnna,

� '

i

{ stan wierny na N

i

,

� �

i

:N

i

! N

i


A { kodzia lanie

takie, _ze

('

i


 id)�

i

(x) = '

i

(x)I 8x 2 N

i

; i = 1; 2:

Niech (M;') = (N

1

; '

1

) � (N

2

; '

2

).

Lemat 0.5 �

N

1

(N

1

)
A i �

N

2

(N

2

)
A sa

�

wolne w M
A z amalgamacja

�

nad CI
A ' A

wzgle

�

dem warunkowej warto�sci oczekiwanej ('
 id):M 
A! CI 
A.

Powy_zszy lemat potrzebny jest do udowodnienia naste

�

puja

�

cego stwierdzenia:

Stwierdzenie 0.6 Istnieje dok ladnie jeden �-izomor�zm

�:M �! f(�

N

1


 id)�

1

(N

1

); (�

N

2


 id)�

1

(N

2

)g

00

�M 
A

taki, _ze

� � �

N

i

= (�

N

i


 id) � �

i

; i = 1; 2:

6



Stwierdzenie 0.7 �:M !M 
A jest kodzia laniem (A; �) na M , tzn.

M

�

�! M 
A

� # # id
 �

M 
A

�
id

�! M 
A
A

Dow�od: Wystarczy to sprawdzi�c na generatorach algebry M (czyli na obrazach �

N

1

i

�

N

2

). Niech x 2 N

i

.

(�
 id)�(�

N

i

(x))

(1)

= (�
 id)(�

N

i


 id)�

i

(x)

(2)

= (�

N

i


 id
 id)(�

i


 id)�

i

(x)

(3)

= (�

N

i


 id
 id)(id
 �)�

i

(x)

(4)

= (id
 �)(�

N

i


 id)�

i

(x)

(5)

= (id
 �)�(�

N

i

(x)):

W r�owno�sciach (1); (2) i (5) skorzystali�smy z r�owno�sci z de�nicji �, mianowicie

� � �

N

i

= (�

N

i


 id) � �

i

;

w r�owno�sci (3) skorzystali�smy z faktu, _ze �

i

jest kodzia laniem czyli

(�

i


 id) � �

i

= (id
 �) � �

i

;

a w r�owno�sci (4) wykorzystali�smy r�owno�s�c

M 
A
A

N

i


A
A

N

i


A

N

i

�

�

A

A

�

i

�

�

A

A

�

�

�

�

id

�

N

i

id id

=

M 
A
A

M 
A

N

i


A

N

i

�

�

A

A

�

�

A

A

�

�

�

�

N

i

id

�

i

id

�

De�nicja 0.8 Kodzia lanie � nazywamy produktem wolnym kodzia la�n �

1

i �

2

. Piszemy

� = �

1

� �

2

.
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Precyzujemy sytuacje

�

: Niech R be

�

dzie hipersko�nczonym faktorem typu II

1

z unor-

mowanym �sladem � . Niech A = L

1

(SU

q

(N)).

(N

1

; '

1

) := (R
A; � 
 h),

(N

2

; '

2

) := (R; � ),

�

1

:= (id
 �),

�

2

(x) := x
 I; x 2 R.

Sprawdzamy czy ('

i


 id)�

i

(x) = '(x)I dla x 2 N

i

, i = 1; 2: Niech x
 a 2 R
A.

('

1


 id)�

1

(x
 a) = (� 
 h
 id)(id
 �)(x
 a)

= � (x)(h
 id)�(a) = � (x)h(a)I

= (� 
 h)(x
 a)I = '

1

(x
 a)I:

Niech x 2 R.

('

2


 id)�

2

(x) = (� 
 id)(x
 I) = � (x)I = '

2

(x)I:

Niech � = �

1

� �

2

:M !M 
A.

Twierdzenie 0.9 (M

�

)

0

\M = CI

Dow�od: Wiemy, _ze M

�

zawiera R 
 CI oraz R (obie siedza

�

w M = (R 
 A) � R, bo

na obrazach R 
A i R � dzia la tak samo jak �

1

i �

2

). Zar�owno R
 CI jak i R maja

�

wystarczaja

�

co du_ze grupy ortogonalnych operator�ow unitarnych

Przedstawiamy R jako L(S

1

). De�niujemy 

n

2 U(R)



n

�

m

:=

8

>

<

>

:

�

m

m 6= e;m 6= n;

�

n

m = e;

�

e

m = n:

Wtedy (

n

j

k

)

�

= � (

�

n



k

) = (

n

�

e

j

k

�

e

) = �

nk

. We�zmy G

1

= h

n


 I : n 2 INi,

G

2

= h

n

: n 2 INi.

Poza tym R
 CI i R sa

�

oczywi�scie zawarte w centralizatorach stan�ow � 
 h i � . Wybie-

ramy I 6= a 2 G

1

, b; c 2 G

2

n fIg. Z twierdzenia Barnetta mamy

(M

�

)

0

\M � ((R
 CI) � R)

0

\M � fa; b; cg

0

\M = CI:

8



Wniosek 0.10 M

�

jest faktorem.

Dow�od: Z(M

�

) = (M

�

)

0

\M

�

� (M

�

)

0

\M = CI.

Twierdzenie 0.11 M �

�

SU

q

(N) jest faktorem.

Dow�od: Zde�niujmy kodzia lanie � algebry Woronowicza VV = SU

q

(N) na M
B(L

2

(A)):

� := (id
 �) � (� 
 id):

Na rysunku wygla

�

da to tak:

M 
B(L

2

(A))
A

M 
A
B(L

2

(A))

M 
B(L

2

(A))

�

�

A

A

A

A

A

�

�

�

P

P

P

Q

Q

Q

�

id

id

�

Mamy te_z kodzia lanie Takesakiego-Nakagamiego

e

� = Ad

I

M




b

W

� �, kt�ore wygla

�

da tak:

M 
B(L

2

(A))
A

M 
A
B(L

2

(A))

M 
B(L

2

(A))

�

�

A

A

A

A

A

�

�

�

P

P

P

Q

Q

Q

�

id

id

�

M 
B(L

2

(A))
A

�

�

�

�

Ad

I


b

W

(I


b

W )2M


b

A
A�M
B(L

2

(A))
A

Mamy naste

�

puja

�

cy cia

�

g izomor�zm�ow

M �

�

SU

q

(N)

(1)

' (M 
B(L

2

(A)))

e

�

(2)

' (M 
B(L

2

(A)))

�

(3)

= M

�


B(L

2

(A));

gdzie izomor�zm (1) jest cze

�

�scia

�

tezy twierdzenia Takesakiego-Nakagamiego, a r�owno�s�c

(3) jest oczywista. Postaramy sie

�

uzasadni�c izomor�zm (2). Zauwa_zmy, _ze poniewa_z

algebra M

�


B(L

2

(A)) jest faktorem, to uzasadnienie (2) zako�nczy dow�od.
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Niech u = I

R


W

�

2 (R
A)


b

A �M 
B(L

2

(A)).

�(u) = (id
 �)(�
 id)(u)

= (id
 �)(�
 id)(I

R


W

�

)

= (id
 �)(id
 � 
 id)(I

R


W

�

)

= I

R


 (id
 �)(� 
 id)W

�

= I

R


 (id
 �)(W

12

W

�

23

W

�

12

)

(�)

= I

R


 (id
 �)(W

�

13

W

�

23

)

= I

R


 (id
 �)W

�

13

(id
 �)W

�

23

= I

R


 (W

�


 I

A

)(I

M




c

W )

= (u
 I

A

)(I

M




c

W );

gdzie w r�owno�sci oznaczonej (�) skorzystali�smy z r�ownania pentagonalnego:

W

12

W

23

= W

23

W

13

W

12

;

W

�

23

W

�

12

= W

�

12

W

�

13

W

�

23

;

W

12

W

�

23

W

�

12

= W

�

13

W

�

23

:

Tym samym wykazali�smy, _ze

(I

M




c

W ) = (u

�


 I

A

)�(u):

Teraz

e

�(M 
B(L

2

(A))) = (I

M




c

W )�(M 
B(L

2

(A)))(I

M




c

W )

�

k

(u

�


 I

A

)�(u)�(M 
B(L

2

(A)))�(u

�

)(u
 I

A

)

k

(u

�


 I

A

)�(u(M 
B(L

2

(A)))u

�

)(u
 I

A

)

k

(u

�


 I

A

)�(M 
B(L

2

(A)))(u
 I

A

);

a to za latwia izomor�zm podalgebr punkt�ow sta lych.

Rozpoznanie typu M : Pamie

�

tamy, _ze (M;') = (R 
 A; � 
 h) � (R; � ). W dowodzie

Twierdzenia 0.9 wspomnieli�smy, _ze podalgebry (R
 CI) i R sa

�

w centralizatorze ':

(R
 CI);R �M

'

:

Sta

�

d M jest pe lnym faktorem oraz (tak jak w Twierdzeniu 0.9)

(M

'

)

0

\M

'

� (M

'

)

0

\M = CI

czyli M

'

jest faktorem. W takim wypadku M nie morze by�c typu III

0

10



Je�sli M

'

jest faktorem, to S(M) = Sp �

'

, ale dla typu III

0

mamy S(M) =

f0; 1g, a to oznacza loby, _ze �

'

jest ograniczony, ale tak nie jest, bo M

jest typu III. Je�sli M by lby faktorem p�o lsko�nczonym, to grupa modularna

' by laby z lo_zona z automor�zm�ow wewne

�

trznych, ale operatory unitarne

implementuja

�

ce �

'

t

zawsze sa

�

w Z(M

'

) sta

�

d ' by lby �sladem, a nie jest.

Poszukamy zbioru

T (M) = ft 2 IR : �

'

t

= idg

(mo_zna bra�c �

'

t

= id zamiast �

'

t

2 IntM , bo M

'

jest faktorem). Poniewa_z ' = (�
h)��

mamy

�

'

t

= (�

�

t


 �

h

t

) � �

�

t

= (id
 �

h

t

) � id:

Pamie

�

tamy, _ze dla SU

q

(N) mamy

�

h

t

(u

kl

) = q

2i(k+l�N�1)t

u

kl

;

gdzie u = (u

kl

) jest reprezentacja

�

podstawowa

�

SU

q

(N) Zbi�or fu

kl

: k; l = 1; : : : ; Ng

generuje L

1

(SU

q

(N)) wie

�

c

�

�

'

t

= id

�

()

�

�

h

t

= id

�

()

�

q

2it

= 1

�

czyli

T (M) =

2�

log q

2

ZZ

i M jest faktorem typu III

q

2
.

Podsumowanie: Istnieje minimalne kodzia lanie grupy SU

q

(N) na pe lnym faktorze typu

III

q

2
.
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